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Capitulo 2

MAGNETOSTATICA EN LA MA-
TERIA.

2.1 Introduccién:

En el capitulo anterior consideramos el campo mag-
nético producido por lallamada corriente eléctrica
libre; para mantener la consistencia, los fenémenos
magnéticos en la materia se consideran debidos a las
[lamadas "corrientes ligadas" a escala molecu-
lar/atdmica, explicables por €l modelo atémico de
Bohr. La manifestacién material més importante del
magnetismo (&l ferromagnetismo) sdlo puede expli-
carse correctamente dentro del marco de la Fisica del
Estado Solido y la Mecanica Cuantica.

odelo del 'e<4 €
atomo

Fig. 2.1a

Cuerpo
Material |,
aomos

m: momento dipolar magnético equivalente, llamado
momento magnético orbital de un electron.

_ Cagaeléctrica
Periodo de Revolucion

le

S = areacerrada por la orbita.

Fig 2.1b Cuerpo material
modelado como unaregion
vacia conteniendo dipolos
magnéticos.

2.2 Vector Magnetizacion:

Para cuantificar este modelo se define una magnitud
vectorial Ilamada Magnetizacion (M); su definicion
matemética es la siguiente:

N .
M = lim §

oveo . DV

Donde: DV ® 0, se debe entender en sentido ma-
croscopico. Es decir que DV es pequefio en compara-
cién con el volumen del cuerpo pero grande compa-
rado con las moléculas/atomos (modelo macroscépi-

co)

(2.1)a

L uego: dm =Mdv
Unidades Amperio/metro

(2.1)b
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2.3 Potencial Vectorial en la Materia:
El potencial diferencial dA en €l punto P es:

o Fig. 2.2
_mdmx(r-r) _mdmxR
(r) 4p|r -r ,|3 4pR3 !
_mM  xRdV'
dA(r)_ (4?pR

Si el cuerpo tiene un volumen total V:
A =M Mg xRdV

Para que esta expresién sea consistente con los resulta-
dos del capitulo anterior se transformalaec. (2.2) asi:

_m . N'XM(r|)dV'
A =TT
0" 45 Q Ir-r

m  M,,xndS’
»Q o]

Siendo Slafronterade V, comparando laec. (2.3) con

lasec. (1.11)ay b observamos que:

) NxM «ry» hace & papel de una densidad vo-
lumétrica de corriente

i) M,y XN, hace el papel de una densidad su-

(2.2)

(2.3)

perficial de corriente.

Luego, definimos:

Jy =NxM (2.4
Como densidad volumétrica de corriente de magnetiza-
cion

Joyw =M xn (2.5)
Como densidad superficial de corriente de magnetiza-
cion.
En consecuencia B se calculaigua que en €l capitulo 1,
ec. (1. 7) y (1.8) (Ver aplicaciones)

2.4 Potencial Escalar en la materia:

Igual que en seccion 2.3 usamos |l os conceptos del capi-
tulo 1y laec. (2.2).

dVime)
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dv _ dm-(r -r I) _ M (r.)'RdVI

m(r) 4p|r_r.|3 4pR3
Para un cuerpo de volumen total V
M (r.)-RdV '

R
Modificando (2.6) por identidades vectoriales se
puede llegar ala expresion
M (r,).RdS' A g N 'M ) HdV '
4pR 4pR
(2.3
De donde puede establ ecerse una analogia formal
entre los potenciales electrostatico y escalar magnéti-
co, definiendo:
r.=- NeM ' (2.4)
Como densidad volumétrica de carga magnética
(polo magnético)
Sy =Men (2.9)
Como densidad superficial de carga magnética (polo
magnético)
Lo que resulta muy (til parala solucion de proble-
mas.

Vi) = Q

2.2)

Vo=@

m(r) ~

2.5 Campo Magnético en la Materia:

B puede hallarse como se dijo en 2.3 dentro y fuera
del volumen del cuerpo. Puede demostrarse que B se
halla en base a Vy,,, asi:

B=-mNV,_
B=-mNV_ +mM

(2.10)
(2.10)

2.5.1 Intensidad de Campo H:

Laec. (2.4) sugiere laintroduccién de unatercera
magnitud vectorial llamada "intensidad de campo
magnético” H, definido por:

H=-NV_
Con iguaes unidades que M (Amperio/metro)
Luego laec. (2.9) tomalaforma:

(2.11)

B:nb[H(r) +|V|(r)] (2.12)
Relacién constitutiva
Nétese que M "= O fueradel cuerpo material.

2.5.2 Ecuaciones fundamentales:

Estas ecuaciones expresan e hecho fundamental que
€l campo B es producido tanto por las carga eléctricas
libres como por las corrientes de magnetizacion (co-
rrientes ligadas)

NxB=m(J+J,) (2.13)a

NxH=J (2.5)b
Que seinterpreta en el sentido que laintensidad de
campo H se puede calcular solo considerando la
corriente eléctrica
Las formas integrales correspondientes son:

12

@B-dl=mQ@+J,)-dS=m(l +1,,)
(2.13)c
(2.13)d

En funcién del concepto de "polos magnéticos' estan las
siguientes ecuaciones diferenciales:

QH-dI = QJ-dS= I

~

NeH=r,, (2.6)a
N& =-r,, (2.14)b

De donde setiene laformaintegral:
QH-dS:QerV =Qy (2.14)c

Notar analogia con laley de Gauss.

Ejemplo 2.1:

Un iméan permanente recto puede modelarse como un
cilindro de radio ay longitud 2L, con magnetizacion
uniforme Mg en ladireccién axial. Hallar V,,, en puntos
del geasicomoHy B

z
Fig. 24 a s Moa,

\A|

A7
-Mo Elemento
Fig.24Db (anillo) de
- Mo vadior'y
Solucion:
ry=-NsM=0
i-M, z'=-L
sM:M-n:% 0 r'=a
LeM, z'=+L
Superposicién:
v _i\a M,(2pr 'dr ) ]
T4 0 f(z- L) ?
~ 1 My(2prdr)
4p Q‘:O ’(Z+ L)2+r 2
V. :%i%/(z- L)2+r'2l}a -
mo21€ Ur =0

r'=0

é 2 zl]a U
eJ(z+ L) +r U
gV(z+l) 0 %
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A :ﬂ{é/(z- L)?+a2U- |z- L|-
o |é a
€J(z+L)? +a? U+|z+ L|}
e u

1 Mq 4 N

-I-—o‘.':.‘\/(z-L)2+az-\/(z+L)2+a2+2leI z>L

.2 € u

1

Mna £ N

Vm=%—o€\/(z- L)2+az-\/(Z+L)2+a12+22l;\l |z|<L

i2¢€ a

T MA < N

%—oe (z- L)2+a2- \/(z+L)2+a2- ZLH z<-L
Notar la continuidad de Vi,

| - dv,
CalcularemosprimeroH: H =-NV,_ =- a,
dz

: Mo é L-2z z+ L l;' | | L

e * Gaz |2 >

| 2 af(z- D2+a2 (z+0)?+a2 (]
H={

IIIMog L-2z z+ L Zl;‘l |4 L

28 + - 20, |4<

12 é\/(z- L)2+a2 \/(z+L)2+a2 0]

Ahora puede hallarse B usando:
_imH 74>L

B=i
fmH+Ma,) [Z<L
Ejemplo 2.2:

Un magneto cilindrico de gran longitud y radio “&”
esta magnetizado perpendicularmente a su gje longi-
tudinal; la magnetizacion es proporcional aladistan-
ciaa ge“y” y perpendicular a la direccion radial.
Sabiendo que M = 10“a en la superficie hallar la
expresion de M en coordenadas cilindricas y carte-
sianas; calcular las densidades de corriente de magne-
tizaciony los camposH y B.

y

Gow A3,

Solucion:

Seglin enunciado: M =kr 'a, =10*r 'a,
Transformando coordenadas:

M =10"*r (cosj 'a, - sinj 'a,)

M =10"*(x'a, - y'a,)

Delasec. 24y 2.5:
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a a &
J, =N""M =10" 4 d d_5 10 “a,
dx' dy' dz'
-y x" 0
Je =M n|, ,=10"aa,” a,=-10"aa,
Ay
R
Fig. 2.5 S > X

B
Usando laec. 2.13 c:

Para: p < a QB-dI = n}JQJM «dS

2pr B=my(2" 10°*)(pr *)
B=m(L 10%)r a,
Para: p > &
2or B=m, g2 10*)(pa’)- (10*a)(2pa)f=0
\ B=0

Ahorase puede calcular H: H :E- M =0, entodo
m

el espacio

Ejemplo 2.3:

Cierto magneto (en forma de esfera hueca), posee
M =kr’. Halar:

a) Densidades de polo magnético

b) HyB entodo e espacio.

ST
raze [ B\
e

Solucion:
. . _.\[-a'r|r‘:a
Delafig. 2.6 setiene:n = j
T+a‘r|r‘=b
- 1éd , , .U
ry=-N'M=-—x—(r"“kr"),;=3K
M r dr'( )H
i-ka r'=a
Sy =Men =j .
1+kb r'=b

Usando laley de Gauss: QH'dSZQM(enS)
Q,=0 ® H=0

Parar<a:
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a<r<b: QH-dS=4pr2H simetria esférica
Qu =-3kgEP)(r’- a°)y- kagdpa’y

Igualando: H = Q"" >=-kr ® H=-kr

B<r:

Qm =-3kg%p)(b3- a3)H- kagzlpa28+kbglpbza=0

Q,, =0 (Siemprela Q,, total de un cuerpo es cero)
\' H=0

Parahallar B: B =my(H + M) queesceroene

exterior del magneto y también en €l interior porque

Ejemplo 2.4:

Se fabrica un iman en forma de segmento esférico,
con una magnetizacion uniformey perpendicular ala
base del segmento. Encontrar B en e centro de la
esferaalacua pertenece & segmento y cuyo radio es

ua.

ZA
AA M = Mpa,
Fig. 2.7 a
o
ZA ar ®a,
a
Fig. 2.7b r
dB
>y
Solumon
Jy=N"M=0
i 0 n=-a,
Joy =M n=j
T

Mysing'a, n=a
Delaec.1.7: dB ZEM—ZaRdS'
4p R

éMysing'ag " (-ar)u
dB_@e 320 ' uazsmq d
u

4 & a
™Mo Gn2q (- a,)d

solo existe la necesidad de considerar dB; :
— mM,sin’q'dj 'dq 'a

z 4p 2

B= M,

'dg’

dB =

'dq ', por simetria

dB

Jdo 2P
z Q=o Q=

0sin*"q'dj 'dg’

M L N
B= %az g2 - 3c0sq, +C€os’q,

14

H:E

m

Ejercicio: Repetir este problema usando “cargas
magnéticas’ y ley de Coulomb.

2.6 Clasificacién de la materia por sus
propiedades magnéticas:

2.6.1 Materiales diamagnéticos:

En un material diamagnético |os &omos no poseen mag-
netizacion permanente en ausencia de campo exterior.

A
‘ Fig. 2.8 @
[ (o]

—A
o o BmmeoB

F=-ev' B

O o o ©

Dos electrones en
oOrbitasiguales
girando en sentidos
opuestos con idén-

tica velocidad Cada electron experimenta

lafuerzaF, unadeellas
aumentaray la otra dismi-
nuird, entonces

am:o

M acroscopicamente, esto resulta en una magnetizacion
inducida opuestaaB: M =c_H (2.15)

C,, esunaconstante negativay mucho menor que la

unidad, caracteristica de cada material o sustancia.
Ejemplos:

am=0

Materiales Xm
Bismuto -1.66x10°
Plata -2.6x10°
Oro -3.6x10°

Cmksa = (Cgausiano)(4p)

2.6.2 Materiales paramagnéticos:

Sus atomos tienen magnetizacion permanente, pero no
estén alineados, de tal forma que en ausencia de campo
externo su magnetizacion es cero.

—
—»>
—» H

—>

— >

Fig. 2.9
am=0 am:0

M =0 MO
Tedricamente, los dipolos deberian girar hasta ser parale-
los a H; debido a otras interacciones no magnéticas ello
solo ocurre parcialmente. Vale la ec. 2.15, pero C,es

positivo y varia con la temperatura.
Ejemplos:
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Materiales m
Magnesio 1.2x10°
Aluminio 2.3x10”
Tungsteno | 6.8x10°

Delasec. (2.12) y (2.15)
B=m@+c,)H=nH

m=my(1+c)H (2.16)a
m
m=—= 1+c m
m
Paralos materiales agui tratados (no magnéticos) mes
aproximadamente constante.

(2.16)b

2.7 Ferromagnetismo y los materiales
magnéticos:

Tres sustancias Fe, Co, Ni o aeaciones con estos
elementos tienen &omos que poseen magnetizacion
permanente, pero tal magnetizacion no es orbital sino
que se debe a SPIN electronico. Asi pueden tener
magnetismo sin H exterior (M espontanea)

MspiN
w

Fia. 2.10 €

Mspin PUede ser hacia arriba (UP) o hacia abajo
(DOWN); se puede imaginar a electron como una
esfera cargada en rotacion.

K L M N
/ A \ &
g > >
» >
> > L oo
< < <« Pl <
> > | Plas P
<« <
<« <
< < <
1¢ 2@ 2p° 3¢ 3p° 3P 4

Fig. 2.11 Configuracion electronica del atomo de Fe
(26 electrones) por capas

Notar los electrones ferromagnéticos y los electrones

de conduccion.

2.7.1 Teoria de los Dominios:

Segun el modelo de la fig 2.1b en un material ferro-
magnético las m; con igua direccion determinan
regiones |lamadas "dominios magnéticos’ (su volu-
men es del orden de 10% a10™ m® y contiene de 10
a 10%* &omos). La formacién de tales dominios es
consecuencia del balance entre cuatro energias con €
fin de tener un sistema en €l estado de energia mini-

matotal:

Utotal =U intercambi 0+U magnéti ca+Uanisotr6pi ca+U magnetoestriccion

15

Energia de Intercambio: depende de lainteraccion SPIN-
SPIN. De acuerdo con €l principio de exclusién dos
electrones con igual SPIN no pueden ocupar la misma
region del espacio.

+ Par antiparalelo (Mpeto = 0)
A A papadeo (Mt 0)

Fig. 2.12

Los electrones de las capas externas de a&tomos adyacen-
tes tienden aformar pares antiparalelo; notar que en el
caso del Fe los electrones ferromagnéticos estan en las
capas interiores, 1o que lesimpide formar dichos pares.
Esta energia es minima cuando las m son paralelas.

Energia magnetostatica: Esta energia estden el campo H
que produce €l material fuerade é (Cap. 5); es minima
cuando las lineas de fuerza de M son continuas.

Fig. 2.13a

@

Fig. 2.13c

Fig. 2.13b

Arreglo de materiales
magnéticos en lazo
cerrado

(dominio continuo)

Un bloque uniformemente magnetizado (SPINs parale-
los) minimiza la energia de intercambio pero maximiza
el campo H y la Unagnetostatica: Fi9. 2.13

Ladivision en 2 dominios minimizala Umagnetostéica:
Energia anisotrépica: La anisotropia magnética es la

preferencia de los momentos magnéticos para alinearse
con los gjes del crigtal.

Un cristal de Fe colocado entre los polos de un iman se
alinea paralelo aalguno de sus gjes [001] para minimizar
laenergiaFig. 2.14 a

Para minimizar la energia anisotropica la configuracion
de 2.13c, adquiere dominios discretos.
Fig. 2.14b
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[001] f011] BA
Facil R = 1 T g
. Media B 5 3
. a Fig. 2.18 a
Fig. 214 a [é&rl; 1
. »H
Cristal B.B.C. de Fe Hsat
Curva de magnetizacion tipica del Fe
B=m (H +M ) permite hallar [aM correspondiente.
Fig. 2.14b

Energia de magnetoestriccién: Este fenémeno consis-
te en la deformacion de un cristal para aiviar el es-
fuerzo mecéanico que experimenta en un campo mag-
nético; si un cristal es comprimido su magnetizacion
también se afecta.

AR >«
A& S
No magnetizado Compresion
A|Y
<& v & =
Traccion

Resultado final del
balance magnético
para alcanzar €l
minimo.

Fig. 2.15

2.7.2 Curva de Magnetizacion:

Para unarelacion préacticaentre B y H en los materia-
les ferromagnéticos atamente no lineales se usa la
gréfica conocida con este nombre.

Muestrade Fe en

formatoroidal

(anillo de Rowland)
Fig. 2.17

Asumiendo seccién recta S pequefia comparada con
Io (radio medio):
NI F
H=

Un fluximetro permite medir F _ y calcular B; asi se

obtiene pares de valores (B,H) para cada valor de | .
El anillo debe ser previamente calentado (recocido)
para asegurar que M ihiga = 0

16

El tramodel a2 escasi lineal.

H H
> > > A
DU EDSEIDC
< &« - 4
@ (b) © @
Fia. 2.18b

@ H=0, §M, =0

(b) Hastad punto 2 se tiene la magnetizacién por cre-
cimiento del dominio. (proceso reversible), regién
de facil magnetizacion.

(c) A partir del punto 2 se produce la magnetizacién por
rotacion de dominio (irreversible), dificil magneti-

zacion
(d) Alllegar a punto 3M alcanzaM .
B(Wb/mz)A
%? Parael Fed S
' (96% Fe'y 4% Si)
m » 7000
0.2}
Fig. 2.18 ¢ 100 200 600 » Hom

2.7.3 Lazo de Histéresis:

Laexcitacion del anillo de Rowland con |, se obtiene €
[lamado "lazo de histéresis".

Ap

»H

Fig. 2.19

¥ Curvaprincipal (de saturacion)
— Curvas secundarias

% Curva de magnetizacion normal
B, = induccién retentiva o remanente
H. = intensidad coercitiva

Este proceso de magnetizacion periédica consume ener-
gia, que se manifiesta como calor (pérdidas por histére-
sis); setratarden € capitulo 5.
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BmA M max
1
m =100
Fig. 2.20 2500 »H am
B
m =—— de amplitud
a n-bH
DB ,
m =——- incremental
P n‘bD|—|
, B
m =lim—-— inicia
° H®O0 n‘bH
Ejemplo 2.5:

Determinar lam de una céscaracilindrica de Fe cola-
do (CAST IRON) muy larga, en el sistema de lafig.
221a

Fig.2.21a

4)>J | = 90A -
) Im >|

2
B wim)

/ Fig. 2.21b

| » H (A/m)

I
El coampoHess H =——

r —003m — 478A/m

Tanto en € aire como en € fierro.
DelacurvaenlaFig 2.21 b paraH = 478 A/m tene-
mos: B = 0.31 Wh/m?; entonces:

m = B = 073,1 =516
* " mH 4p107" 478

Ejemplo 2.6:
Circuitos magnéticos con imanes permanentes

Am: Seccién
recta de PM

P.M. :
o] G.

N|<—Im—>|

Solucion:

Fig. 2.22 a

Ay

Q%d Hedl =0

17

@, Hedl =-@ H-dl
Nétese que en el tramo abc vale unarelacion lineal:
B=rH ® F_=BA=cte
. d
mqj —=- Qj H.dl

Fo ac=-H,m

m

B,Am .. =-H, Im® ...

(i)

Delafig. 2.22 a
! I I .
. (ii
ab
" mA mA mAg
plezas gap
polares
a&amp, 0
Reemplazando (ii) en (i): B, =- I—nb: m
(%]
Recta desmagnetizante
AB
Fig. 2.22b Bm
» H

Hm

Notar la determinacién del "punto de trabajo" usando la
recta desmangnetizante sobre la " curva de desmagnetiza-
cion' del P.M.

Lacifrao figura de mérito importante paraun P.M. es €

producto H_B _; debe ser lo mayor posible. Para el

Alnico5 BH, . »30,000Jm®, para B =1T

Para conservar bien un P.M.

Fe dulce (keeper)

,I’ﬂ\ Asi e H des-
magnetizante
decrece

Fig2.22c¢c

Ejemplo 2.7:

Un transformador de poder disefiado correctamente para
operar a110V, 440 Hz. ;operard bien a 110V, 60 Hz?

Fig. 2.23

Asumimos;
F.,=F senwt
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dF

m

fem:N‘ =NwF , coswt

N f)F
Vie = % = 4.44Nf B,
Como & Vgus no cambia, luego si lafrec. decrece
Bma debe aumentar en € factor de 440/60 = 7.33

A
s
Al transfo le falta
Fe para funcionar
p a60Hz debe
> aumentarse S
400+ ) 60Hz Fig. 2.23
A En el caso opuesto
-~ (bien disefiado para
60 Hz), Bmax debe
/ decrecer e mismo
»  factor, @ transfo
> "tiene mucho Fe"
GOHD ) A00HzZ para 440 Hz, debe
reducirse S
Apéndice:

B A(Wb/mz) A mm,
16| B 6000
12| i 4500
0.8 3000
04 AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA I'ﬁn'l) AAAAAAAAAAAAAAAA 1500

e b
200 400 600  soo 1AM
Fig. 2.24 Curvade Magnetizacion del material
B=m,,H }J
DBy (27ayb
M = o5 b

Se observa que €l proceso no es lineal y mes funcion
de H m= my, normal mente es tomada como la pen-

diente de lacurvam= _dB
m T
A
Cte /\ Fig. 2.25
./ H
Aplicacion de H alterna a un material magnético:
mMNIS
F.= ,donde 201, =| (I =longitud
r0
media del anillo)

Asi Fm= gl—gNI , equivalente alaley de Ohm
g

Laconstante de proporcionaidad entre F .,y NI sellama

“permeancia magnética’
mS
i

Su reciproco es la reluctancia magnética
1 I

P mS
El producto NI esandlogo aun voltaje eléctricoy se
denomina “fuerza magnetomotriz® F = NI

Con unidades AxV uelta.
I, | N, Fig. 226 a
y
Il U)
C\D
vaj m My
m
m

Sea €l siguiente un circuito magnético

M- pFme
R ) | |
@)L R| | R
Fod R, | |
Fig2.26b

18

" mS
Las leyes de Kirchof son:

a Fi=a RFm
i=1 i=1
(Malla magnética)

é Fmi=0
i=1
(Nodo magnético)

Con este método se calculan los valores promedios de las
magnitudes.



